








Matemáticas modelo-teoréticas: un programaneo-estructuralista para las matemáticas, su historia, suepistemología y su didáctica en el siglo XXI1
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ResumenDesde 1988, Balzer, Moulines y Sneed resaltaron la importancia de la distin-ción entre modelos y teorías para formular su versión mejorada del programaestructuralista para las ciencias naturales. Nos referiremos a él como “ProgramaNeo-estructuralista para las Ciencias Naturales y su Epistemología”. Con esosaportes, desde la perspectiva de la Teoría General de Procesos TGP y la TeoríaGeneral de Sistemas TGS, con la utilización de una semiótica apropiada para lasdistintas representaciones e interpretaciones de los modelos y las teorías, se po-dría reformular el antiguo programa estructuralista del siglo XX como un nuevoPrograma Neo-estructuralista para las Matemáticas y su Epistemología en el si-glo XXI. Esta nueva síntesis modelo-teorética permite una reformulación sistémicacoherente de todas las ramas de las matemáticas, su historia y su epistemología, ypromete convertirse en una nueva fuente de propuestas pedagógicas y didácticaspara la educación matemática.Palabras claveFilosofía de las matemáticas, epistemología, lógica, sistemas, estructuras, modelos,teorías, didáctica.AbstractBeginning in 1988, Balzer, Moulines and Sneed emphasized the importance ofthe distinction between models and theories and used it to formulate a morerefined version of Structuralism for the Natural Sciences. We refer to it as the“Neo-Structuralist Program for the Natural Sciences and its Epistemology”. Withthese contributions, from the perspective of General Process Theory (GPT) andGeneral Systems Theory (GST), with the use of an appropriate semiotics for thedistinct representations and interpretations of models and theories, it is possibleto reformulate the old 20th Century Structuralist Program as a Neo-StructuralistProgram for Mathematics and its Epistemology for the 21st Century. This newmodel-theoretical synthesis permits a systemic reformulation coherent with allbranches of Mathematics, its history and epistemology, and promises to become anew source of teaching and learning initiatives for Mathematics Education.
1 Este trabajo corresponde a una conferencia paralela dictada en la XIV CIAEM, celebrada en TuxtlaGutiérrez, Chiapas, México el año 2015.
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1. Introducción
La palabra “estructura” señala una categoría vaga, relacionada con la forma o la idea enPlatón, en oposición a lo sensible; con la forma en Aristóteles, en oposición a la materia;con la esencia o “quidditas” en la Escolástica medieval, en oposición a "accidens" o loaccidental; con la oposición entre mecanismo y propósito, que se llamaron “estructura”y “función” en la biología de los siglos XVIII y XIX; con la Psicología de la Forma ode la Gestalt a finales del siglo XIX, y con los sistemas y las construcciones en laingeniería civil del siglo XX.En matemáticas se utiliza el vocablo “estructura” en forma ambigua como sinónimode sistema, o como una forma abstracta que se impone a un conjunto para conformarun sistema, o como una forma de organización de un sistema ya dado. El camposemántico del discurso estructuralista en matemáticas incluye al menos los verbosestructurar, organizar, sistematizar, configurar, conformar, componer ; los sustantivosestructura, forma, sistema, organización, estructuración, sistematización, configuración,conformación, composición, además de los adjetivos estructurado, estructural, sistémico,sistemático, organizado, configurado, conformado y compuesto. En cualquier discursoestructuralista del siglo XXI va a ser necesario emplear mucho tiempo y agudezaconceptual en aclarar este intrincado panorama verbal. Un programa estructuralista, enoposición a un programa empirista, declara que los fenómenos son apariencias y queel conocimiento progresa por captación, descubrimiento o invención de las estructurassubyacentes que son las que producen los fenómenos sensibles.Pero el discurso estructuralista no se extendió a las matemáticas antes de haberseextendido por la lingüística, la antropología y la filosofía en la primera mitad del sigloXX. La expresión “el programa estructuralista” en las matemáticas del siglo XX sueleidentificarse con el programa de los Elementos de Bourbaki de 1935 a 1983, pero aveces se confunde con el programa de la categorización de las matemáticas a partir deEilenberg, MacLane, Ehresmann y Lawvere en los años cincuenta y sesenta del sigloXX. Sin embargo, voy a tomar esta expresión en una forma más amplia, que incluya laepistemología y la psicología genéticas de Piaget, por supuesto a Bourbaki y la teoríade categorías, así como a la reformulación del programa estructuralista en las cienciasnaturales de Balzer, Moulines y Sneed.
2. Primera parte
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tomistas de la materia y la forma, la esencia y la existencia, la sustancia y el accidente.Se reconceptualiza la forma, la esencia y la organización como la estructura de lossistemas ideales o materiales.En las ciencias biológicas del siglo XIX se consideraba ya establecido que distintosórganos con estructuras diferentes podían cumplir la misma función, y que la mismaestructura podía cumplir distintas funciones. La oposición estructura/función se extendióa otras ciencias nacientes. A finales del siglo XIX apareció en Alemania la psicología dela Gestalt con Koﬀka, Köhler, Wertheimer y otros. Gestalt es una palabra alemana quese podría traducir por “forma” o “estructura”; por eso se llamó también “la Psicologíade la Forma”.
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3.1. Una propuesta de programa neo-estructuralista para las matemáticas del sigloXXI: La TGP y la TGSEn los años 70 y 80 desarrollé una versión "corregida y aumentada" de la Teoría Generalde Sistemas TGS al estilo de Ludwig von Bertalanﬀy para mis cursos de epistemologíay metodología de investigación a partir de ideas de algunos seminarios de teoría demodelos y de lógica temporal con Xavier Caicedo. La primera publicación formal fueVasco (1980).Allí distinguí en una primera aproximación los tres aspectos que pueden distinguirse entodo sistema, utilizando parejas de vocablos del lenguaje natural: el sustrato como con-junto o colección de componentes o elementos, objetos o individuos; la dinámica comoconjunto o colección de operaciones o transformaciones, operadores o transformadores,y la estructura como conjunto o colección de relaciones o lazos, nexos o conexiones.Se puede así presentar un sistema ∑ como una tripla ordenada de aspectos:
￿ = (S￿￿￿￿￿￿￿￿D￿￿á￿￿￿￿￿E￿￿￿￿￿￿￿￿￿) = (S￿D￿E)￿
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Pero esta distinción en la lógica formal se quedó en el círculo de los lógicos y notrascendió ni a los matemáticos, ni a los científicos naturales o sociales, ni a losepistemólogos y filósofos, sino por un camino muy largo e imprevisto: la controversiade Thomas Kuhn contra Karl Popper en la epistemología de las ciencias naturales.Popper había formulado desde los años 30 una caracterización del quehacer científicoque parecía satisfactoria: el falsacionismo. Desde la historia y la sociología de laciencia, Kuhn atacó esa solución en 1962 en su libro La estructura de las revolucionescientíficas. Es notable la aparición de la palabra “estructura” en el libro más críticosobre la epistemología popperiana.Los más brillantes discípulos de Popper, Paul Feyerabend e Imre Lakatos, asumieronposiciones divergentes ante las críticas de Kuhn. Feyerabend aceptó que la críticade Kuhn a Popper era demoledora, y que el falsacionismo era insostenible; adoptóel anarquismo metodológico en su libro Contra el método (1975) y se adelantó a losposmodernos al negar la primacía del conocimiento científico sobre los demás tipos deconocimiento y proclamar que en metodología “Todo vale”. En cambio, Lakatos aceptósólo que la crítica de Kuhn invalidaba una interpretación ingenua del falsacionismo,pero dejaba abierta una salida hacia una epistemología del futuro, en la que no seconsideraría ya cada teoría como objeto de estudio, sino lo que el mismo Lakatos llamó“un programa de investigación” como una sucesión de teorías. Lakatos murió en 1974,antes de publicar sus escritos sobre el tema, y sus discípulos y amigos publicaron losborradores de su teoría en dos tomos en 1978: La metodología de los programas deinvestigación científica y Matemáticas, ciencia y epistemología.No fue fácil precisar y operacionalizar las ideas de programa de investigación, sucesiónde teorías y progresividad o regresividad de los programas, hasta que diez años mástarde se logró un refinamiento de las ideas de Lakatos por Balzer, Moulines y Sneedcon la ayuda de la distinción entre modelos y teorías tomada de la teoría de modelos enlógica. Ellos mismos se refirieron a su nueva propuesta como “programa estructuralista”y “teoría estructuralista”, y el título de su primer libro parece hacer alusión a laarquitectura de la matemática bourbakista (Balzer, Moulines y Sneed, 1988).Este programa permaneció muy poco conocido durante unos diez años, y parecía haber-se quedado por fuera de la discusión epistemológica, en donde se extendían más bienlos acercamientos sociológicos, antropológicos y lingüísticos posmodernos que creíanhaber dejado atrás las preguntas epistemológicas de la modernidad y empezaron aconsiderarse “postepistemológicos”. Pero Balzer, Moulines y Sneed continuaron su tra-bajo y presentaron resultados y ejemplos impactantes de la potencia del programaestructuralista en dos nuevos libros: Balzer y Moulines (1996) y Sneed, Moulines yBalzer (2000). La exposición más clara en español es la que se encuentra en el librode Díez y Moulines (2003). Para no confundir esta versión del programa estructuralistacon las versiones anteriores, nos referiremos a él como “Programa Neo-Estructuralista–PNE– para las Ciencias Naturales y su Epistemología”, expresión que abreviaremos“PNE(CN+E)”.










General de Procesos y Sistemas TGPS, y con una semiótica apropiada que llamoTeoría General de Representaciones e Interpretaciones TGRI, se podría formular unanueva propuesta de un programa neo-estructuralista para las matemáticas PNE(M),que supere el programa estructuralista del siglo XX, PE(M). Para distinguir esta ma-nera de hacer matemáticas a partir de la distinción entre modelos y teorías y susjuegos de morfismos de representación e interpretación, nos referiremos a ellas como“matemáticas modelo-teoréticas –MMT”.Pretendemos que –además de dar razón de todas las matemáticas anteriores, en pluraly sin exclusiones– el nuevo programa neo-estructuralista de las matemáticas puededar razón de su filosofía, su epistemología, su historia y su didáctica (FEHD) en elsiglo XXI. A pesar de lo larga de las últimas siglas, podemos plantear la ecuación:
PE(M) + TGPS + TGRI + PNE(CN + E) = PNE(MMT + FEHD)￿
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Más aún, parecería que el programa neo-estructuralista de las matemáticas requeriríauna fundamentación en sistemas minimales que tuvieran al menos dos componentes conal menos un vínculo relacional estático que pudiera luego dinamizarse. Este requisitoparece apuntar a la teoría de grafos, cuyos nodos tendrían que resultar equivalentesa la teoría de conjuntos, pero la distinción de nodos y arcos no sería suficiente pararescatar la distinción entre puntos fuente y puntos meta, ni la distinción entre arcosorientados de su fuente a su meta y las co-flechas respectivas. Una fundamentaciónminimal exigiría pues una teoría de flechas y cadenas, y no una teoría de puntosy conjuntos. Esa teoría de flechas y cadenas se identificaría con la teoría de grafosdirigidos o digrafos, y las categorías serían solo un subtipo de ellos, lo que a su vezexigiría el paso de las categorías a las alegorías. Mi convicción es que lo poco quehe desarrollado el programa neo-estructuralista para las matemáticas como actividadcreativa, me permite también dar razón de su filosofía, su epistemología, su historia ysu didáctica (FEHD).










lineal que define al menos dos ángulos menores que cuatro rectos, cada uno con dosorientaciones posibles.Me permitió estudiar los modelos y las teorías de las geometrías no euclidianas ymostrar en contra de todos los geómetras que conozco que la geometría riemannianade la esfera sí es euclidiana en cuanto al quinto axioma si este se toma como loenunció Euclides, pero no si se toma el enunciado del quinto postulado en la formaque se atribuye a John Playfair (1795), con lo cual se muestra que las dos formas noson equivalentes.Me permitió reconstruir el estatus del álgebra de secundaria y percibir la diferencia enel tratamiento algebraico de los ejercicios de aritmética generalizada, de la geometríaanalítica y de las funciones en los últimos grados escolares y los primeros años deuniversidad como tres registros semióticos diferentes para tres sistemas conceptualesdiferentes.Así, con las reinterpretaciones modelo-teoréticas, la filosofía intuicionista resulta lamejor para tratar los modelos, la formalista para tratar las teorías, y la logicista paraestudiar las interpretaciones de las teorías en los modelos mentales. No quedan puessuperadas en el sentido de de quedar sepultadas en el baúl de los recuerdos, sino enel sentido hegeliano de la "Aufhebung", la superación hacia arriba y hacia adelante queconserva lo mejor de la tesis y de la antítesis.Pero como también toda relación de la estructura puede presentarse como operación dela dinámica, se reivindica la idea de Piaget de que la estructura se define también porel juego de operaciones del sistema. Con esa visión, los sistemas dinámicos se revelantambién como presentables estáticamente con una estructura relacional derivada de susoperaciones, y los sistemas relacionales estáticos se revelan también como dinámicoscon una dinámica derivada de sus relaciones. Se despeja así la crítica a la estaticidadde las estructuras y se aprecia que un posible programa dinamicista rival del estructu-ralista sería sólo otra presentación equivalente del programa neo-estructuralista. Porlo tanto, hasta este momento, el que he llamado “programa neo-estructuralista modelo-teorético” se ha mostrado, a pesar de los incipientes desarrollos, un programa potentey fecundo para estudiar la filosofía, la epistemología y la historia de las matemáticas, ypromete convertirse en una nueva fuente de propuestas pedagógicas y didácticas parala educación matemática.Nota: La primera parte de esta conferencia fue presentada en la ENHEM 3, Cali, 28 deoctubre de 2010. La segunda parte fue presentada en la ENHEM 4, Cali, 10 de octubrede 2013.
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